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Аннотация. В существующих программных комплексах для гидродинамиче-

ского моделирования, анализа добычи, интерпретации результатов гидродинамических 

исследований используются линейная и гораздо реже экспоненциальная зависимости по-

ристости от давления. Исследования различных авторов, начиная от Terzaghi K. и вклю-

чая наши, свидетельствуют о логарифмической зависимости пористости от давления, что 

приводит к обратной зависимости сжимаемости коллектора от давления. Аналогичная 

зависимость от давления характерна и для различных нефтей согласно рабо-

там Vasquez M., Beggs H.D. В связи с этим предложен и апробирован приближенный ал-

горитм расчета уравнения пьезопроводности с учетом обратной зависимости сжимаемо-

сти от давления, определен порядок коэффициентов пропорциональности для нефти и 

горной породы. Выполненные расчеты показывают, что отсутствие учета рассматривае-

мого фактора приводит к ошибочному завышению скин-фактора, занижению проницае-

мости и к существенному занижению расстояния до границ пласта. Последнее обстоя-
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тельство наиболее важно при оценке запасов по результатам гидродинамических иссле-

дованиях разведочных и поисковых скважин. Основные отличия от линейной фильтра-

ции определяются различием коэффициента сжимаемости и обратной функции сжимае-

мости от давления. Наибольший эффект от предлагаемого подхода в сравнении с линей-

ной фильтрацией наблюдается для высокой сжимаемости нефти, коллектора и значи-

тельных депрессий. 

Ключевые слова: уравнение пьезоповодности, гидродинамические исследования, 

сжимаемость от давления, пористость, нефть, горная порода, давление 
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Abstract. Existing software packages for reservoir simulation, production analysis, and 

well test interpretation rely on linear and, much less often, exponential dependences of porosity 

on pressure. Various studies, including those conducted by Terzaghi K., suggest a logarithmic 

pressure dependence of porosity and hence inverse relationship between formation compressi-

bility and pressure. Similar pressure dependence is observed for various oils according to 

Vasquez M., Beggs H.D. In light of the above, a rough algorithm for estimation of diffusivity 

equation is proposed and tried out with account of inverse pressure dependence of compressi-

bility, the order of proportionality coefficients for oil and rock is defined. Estimation results 

suggest that should the factor under current discussion be neglected, then erroneous overesti-

mation of skin factor, underestimation of permeability, and substantial underestimation of the 

distance to formation boundaries are observed. The latter point is the most important for re-

serves estimation based on well test data from wildcat and exploratory wells. The main differ-

ences from linear flow are defined by contrasting compressibility factor and inverse function 

of compressibility versus pressure. The most pronounced effect from the proposed approach 

compared with linear flow is observed for high oil and formation compressibility and large 

pressure drawdowns. 

Key words: diffusivity equation, well tests, compressibility versus pressure, porosity, 

oil, rock, pressure 
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Введение 

При гидродинамическом моделировании залежей нефти интерпрета-

ция результатов гидродинамических исследований и решения ряда схожих 

http://www.vkro-raen.com/


Нефтяная провинция. 2025. № 3(43). С. 150-169 

__________________________________________________________________ 

Сетевое научное издание «Нефтяная провинция». http://www.vkro-raen.com 152 

задач для описания процессов неустановившейся фильтрации жидкости ис-

пользуется уравнение пьезопроводности (diffusion equation). Данный тип 

уравнения аналогичен уравнению теплопроводности, рассмотренному Кар-

слоу Г.С, в конце 19 века, что учли Muskat M., Hurst W. [1, 2] при его реше-

нии. Ряд уточнений в данное уравнение внес наш выдающийся соотече-

ственник Щелкачев В.Н. [3]. Классические уравнения пьезопроводности, 

полученные этими авторами, справедливы для слабосжимаемых жидкости 

и породы, когда коэффициенты сжимаемости можно принять постоян-

ными [4]. Кроме этого, предполагалось, что проницаемость и вязкость 

также являлись неизменными параметрами. 

Безусловно, принятые допущения далеки от действительности, т.к. ни 

один из упомянутых выше параметров не является константой [5-11]. 

На данный момент предложено несколько разновидностей уравнения пьез-

опроводности – для деформируемых коллекторов [5, 12-16], фильтрации не-

линейно-вязкой жидкости [4, 6, 17, 18], с учетом релаксационных процес-

сов [17], высоких скоростей фильтрации и др. Кроме того, известны различ-

ные подходы к решению уравнений пьезопроводности: для скважины нуле-

вого и конечного радиусов, с учетом и без учета скин-фактора и послепри-

тока (влияния ствола скважины), для вертикальных скважин и скважин с го-

ризонтальным окончанием, для бесконечного пласта и с непроницаемыми 

или замкнутыми границами и др. [19, 20].  

Точность описания реальной фильтрации уравнениями пьезопровод-

ности и точность решения этих уравнений значительным образом влияют на 

точность гидродинамических расчётов, которые в свою очередь влияют на 

достоверность определяемых параметров и успешность различных методов 

проектирования, контроля и управления процессами разработки нефтяных 

месторождений. Сжимаемость коллектора и насыщающих его флюидов яв-

ляется одним из наиболее существенных факторов при описании процессов 

неустановившейся фильтрации. В связи с этим, в данной работе рассмотрим 
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задачу более точного учета сжимаемости горной породы и жидкости в урав-

нениях пьезопроводности, т.к. именно эти параметры ответственно за ско-

рость перераспределения давления в пласте. 

 

Уравнение пьезопроводности с изменяющимся коэффициентом 

сжимаемости 

Классический подход к выводу уравнения пьезопроводности заклю-

чается в использовании уравнения неразрывности, уравнения Дарси и урав-

нений состояния для жидкости и пористой среды, которые вместе приводят 

к следующему уравнению [19]: 

𝜕(𝜌𝑚)

𝜕𝑡
= 𝜌𝑚

𝜕𝑃

𝜕𝑡
⌊

𝜕𝑚

𝑚𝜕𝑃
+

𝜕𝜌

𝜌𝜕𝑃
⌋ = 𝜌𝑚

𝜕𝑃

𝜕𝑡
[𝛽ск + 𝛽ж] = 𝜌

𝑘

𝜇
∇2𝑃 ,    (1) 

где 𝜌 - плотность жидкости, 𝑚 - пористость, t - время, P - давление, k 

- проницаемость, 𝜇 - вязкость жидкости, 𝛽ж - коэффициент сжимаемости 

жидкости, 𝛽ск - коэффициент сжимаемости породы. 

Из уравнения (1) легко получить известное уравнение:  

𝜕𝑃

𝜕𝑡

𝑚𝜇(𝛽ск+𝛽ж)

𝑘
=

𝜕𝑃

𝜕𝑡

1

𝜅
= ∇2𝑃 ,       (2) 

где параметр 𝜅 по предложению Щелкачева В.Н. назван коэффициен-

том пьезопроводности. В российской литературе под данным коэффициен-

том понимается несколько иное выражение 𝜅 =
𝑘

𝜇(𝛽ск+𝑚𝛽ж)
, что связано с 

иным представлением коэффициента сжимаемости породы [3]: 

𝛽ск = −
1

𝑉

𝜕𝑉п

𝑑𝑃
= −

𝜕𝑚

𝜕𝑃
,            (3) 

здесь 𝑑𝑉п – изменение порового объема, 𝑑𝑃 – изменение давления, 

𝑉 – поровый объем элемента горной породы.  

Интегрирование уравнения (3) приводит к линейной зависимости по-

ристости от давления в отличие от экспоненциальной зависимости, которую 

можно получить из формулы 𝛽ск = −𝜕𝑚 (𝑚𝜕𝑃)⁄ , отраженной в уравне-

нии (1). В обоих рассмотренных случаях предполагается, что коэффициент 
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сжимаемости породы равен константе. Линейная, а иногда и экспоненци-

альная зависимость пористости от давления повсеместно используются в 

отечественных и зарубежных программах по гидродинамическому модели-

рованию и интерпретации результатов гидродинамических исследова-

ний [5, 19]. Однако, в проведенных нами ранее экспериментах для 60 образ-

цов керна, как и для ряда исследований других авторов [7, 9, 11], получен 

высокий коэффициент корреляции при аппроксимации пористости от дав-

ления логарифмической зависимостью (Рис. 1): 

𝑚 = 𝑎𝑙𝑛𝑃 + 𝑏,           (4) 

где a – коэффициент перед логарифмом. 

Логарифмическая зависимость характерна как для разгрузки, так и для 

нагрузки различных образцов керна в широком диапазоне изменения давле-

ния. Во всех проведенных нами экспериментах наблюдался излом логариф-

мических кривых, свидетельствующий об изменении структуры керна, что 

соответствует давлению трещиннообразования. Знание данного давления 

важно при определении предельного забойного давления для добывающих 

и нагнетательных скважин [6]. 

 

Рис. 1. Пример описания зависимости пористости от давления двумя  

логарифмическими кривыми 
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Полученная логарифмическая зависимость явно противоречит приня-

той линейной и тем более экспоненциальной функциям. Данное противоре-

чие можно разрешить, приняв переменный коэффициент сжимаемости. 

Для этого определим его, продифференцировав согласно уравнению (3) по-

лученную логарифмическую зависимость: 

𝛽ск =
𝜕𝑚

𝜕𝑃
= (𝑎𝑙𝑛𝑃 + 𝑏 )′ =

𝑎

𝑃
 .       (4) 

Как видно, коэффициент сжимаемости оказался обратно пропорцио-

нальным давлению (Рис. 2). Если проинтегрировать полученную зависи-

мость, то можно получить известную формулу Терцаги [7]: 

𝑚 − 𝑚0 = − ∫ 𝛽ск(𝑃)𝑑𝑃 =
𝑃

𝑃0
− 𝑎 𝑙𝑛 (

𝑃

𝑃0
).     (5) 

Данная формула подтверждает, что эксперименты с полученной лога-

рифмической зависимостью пористости от давления не являются ошибкой. 

Формулу (5) можно получить и более простым путем, вычитая из уравне-

ния (4) выражение 𝑚0 = 𝑎𝑙𝑛𝑃0 + 𝑏 для некоторого начального условия.  

 

Рис. 2. Усредненный коэффициент сжимаемости для 30 образцов песчаника  

от давления 
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Если в качестве основы для коэффициента сжимаемости породы ис-

пользовать условие из формулы (1), то можно получить несколько иное вы-

ражение, отличающееся появлением пористости: 

𝛽ск =
𝜕𝑚

𝑚𝜕𝑃
= (𝑙𝑛[𝑎𝑙𝑛𝑃 + 𝑏])′ =

𝑎

𝑚𝑃
.      (6) 

Однако и в этом случае коэффициент сжимаемости также обратно 

пропорционален давлению.  

Заметим, что рассматриваемая тенденция справедлива не только для 

коллектора, но и для нефти при давлении выше давления насыще-

ния (Рис. 3), о чем свидетельствует эмпирическая формула Vasquez, M., 

Beggs, H.D. [21], в которой давление присутствует в знаменателе. Тогда па-

раметр 𝑎н из формулы, аналогичной формуле (4), равен числителю фор-

мулы Vasquez, M., Beggs, H.D. и определяется газонасыщенностью нефти, 

плотностью нефти, плотностью растворенного газа и температурой. В зави-

симости от этих факторов параметр 𝑎н может изменяться в большом диапа-

зоне - 0,004÷0,04.  

 

Рис. 3. Изменение коэффициента сжимаемости для жидкости 

(взято с программы Rubis) 
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Как показали исследования керна, параметр 𝑎п для пористой среды 

принимает значения в диапазоне 0,0008 ÷ 0,004. Условие 𝑎п < 𝑎н полностью 

соотносится с условием 𝛽ск < 𝛽н, учитывая, что коэффициент сжимаемости, 

согласно различным литературным источникам, имеет порядок для 

нефти 0,001÷ 0,005 МПа-1, для пористой 

среды  0,00003÷0,0003 МПа- 1 [3, 4, 12]. Попутно отметим, что параметр 𝑎 

является безразмерным и при подстановке давления в формулу (4) или (6) 

в МПа (Па), получается коэффициент сжимаемости соответствующей раз-

мерности МПа-1 (Па-1). Постоянство коэффициента сжимаемости можно 

принять только для воды, которая обладает более простой молекулярной 

структурой. 

Остается только задастся вопросом, почему в отечественном и зару-

бежном программном обеспечении игнорируется обратная зависимость 

сжимаемости от давления, которая наиболее близка к реальности в отличие 

от постоянных коэффициентов сжимаемости для породы и нефти?  

Ответ на этот вопрос, вероятно, заключается в том, что использование 

постоянных коэффициентов сжимаемости приводит к линейности уравне-

ний пьезопроводности и возможности использования метода суперпозиций 

по времени или по пространству. Однако данная тенденция допустима 

только при малых изменениях давления. В общем случае, т.е. при значитель-

ных изменениях давления, необходимо учитывать зависимость коэффици-

ентов сжимаемости породы и нефти от давления (Рис. 2, 3). Для этого вместо 

суммы 𝛽ск + 𝛽ж в уравнении (2) следует использовать (𝑎п + 𝑎н) 𝑃 + 𝛽в⁄ . 

В первом приближении посчитаем, что пластовая вода отсутствует. При 

подстановке в классическое уравнение пьезопроводности получаем: 

𝜕𝑃

𝜕𝑡

𝜇𝛼

𝑘(𝑃+𝑃0)
= ∇2𝑃 ,         (7) 

где 𝑃0 – начальное забойное давление. 
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Приблизительное решение данного уравнения при использовании 

преобразования Лапласа приведено в Приложении. Полученное уравнение 

на первый взгляд является известным решением: 

𝑃𝐷 = [
1

𝑢√𝑢

𝐾0(√𝑢)

𝐾1(√𝑢)
],         (8) 

где 𝑃𝐷 - безразмерное давление в преобразовании Лапласа, 𝐾0, 𝐾1 – функции 

Бесселя, u – трансформанта Лапласа. 

Для учета влияния скин-фактора и послепритока (влияния ствола 

скважины), итоговое уравнение в преобразовании Лапласа будет выглядеть 

следующим образом: 

𝑃𝐷2 =
1

𝑢
[

𝑆+𝑢𝑃𝐷

1+𝑢𝐶𝐷(𝑆+𝑢𝑃𝐷)
] ,        (9) 

где S – скин-фактор; CD – безразмерный коэффициент притока. 

Для решения полученных уравнений используется обратное преобра-

зование Лапласа по алгоритму Стефеста [22].  

Отличие заключается в том, что вместо константы 𝛽∗ в трансформанте 

Лапласа u задается выражение 𝛼 (𝑃 + 𝑃0)⁄ . Дополнительно к этому изменя-

ется уравнение для безразмерного коэффициента послепритока: 

𝐶𝐷 =
𝐶(𝑃+𝑃0)

2𝜋ℎ𝛼𝑟𝑤
2  .         (10) 

В общем случае данная задача является неопределенной, т.к. для рас-

чета давления необходимо задавать давление по формуле 𝛼 (𝑃 + 𝑃0)⁄ . Од-

нако эту задачу можно решить с некоторым приближением при задании на 

некотором временном шаге предыдущего полученного давления.  

 

Результаты моделирования 

Перед проведением расчетов с учетом изменения коэффициента сжи-

маемости была выполнена апробация программы с классическими услови-

ями по программе Saphir, которая показала полное совпадение результатов. 

Далее проведено само моделирование на примере вертикальной скважины, 
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которое привело к следующему выводу - с уменьшением параметра 𝛼 уве-

личивается максимум производной, что ошибочно можно воспринять как 

высокий скин-фактор (Рис. 4). С увеличением 𝛼 максимум производной сни-

жается и может быть даже ниже классического решения с постоянным сум-

марным коэффициентом сжимаемости. Причина этого заключается в соот-

ношении 𝛼 (𝑃 + 𝑃0)⁄  и 𝛽, которое влияет на текущий коэффициент пьезо-

проводности, так при 𝛼 (𝑃 + 𝑃0)⁄  < 𝛽 пьезопроводность увеличивается в 

сравнении с традиционным решением, что приводит к более быстрому ро-

сту давления (красные кривые на рис. 4) и наоборот.  

 

(верхние кривые – давление, нижние – производные) 

Рис. 4. Влияние суммарного коэффициента альфа на вид кривых давления  

и лог производной в билогарифмических координатах 

Заметим, что во всех случаях наблюдается более поздний выход на 

радиальный режим течения. В связи с этим время простоя скважины для 

снятия качественной кривой восстановления давления (КВД) увеличива-

ется. Причем в общем случае наличие традиционной «полочки» производ-

ной не наблюдается, а происходит только стремление к ней (Рис. 4, 5). При-
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чина этого заключается в постоянном увеличении коэффициента пьезопро-

водности по мере роста давления, в свою очередь увеличение давления 

также приводит к росту текущего коэффициента пьезопроводности.  

По этой же причине происходит более быстрое реагирование на гра-

ницы пласта в сравнении с традиционным решением для модели линейной 

фильтрации (Рис. 5). В частности, при безразмерном радиусе rD=2500 и ис-

пользовании зависимости 𝛼 (𝑃 + 𝑃0)⁄  появление угла наклона, близкого к 

единичному, наступает раньше, чем использование классического решения 

для линейной фильтрации при меньшем радиусе rD=750. Моделирование 

для rD=50000 проводилось для сопоставления полученных кривых с произ-

водной для радиального потока в рассматриваемом диапазоне времени.  

Для поиска решения использовалось уравнение с иными граничными 

условиями [19], но общий подход замены коэффициента сжимаемости 

функцией 𝛼 (𝑃 + 𝑃0)⁄  не изменился. В итоге отсутствие учета сжимаемости 

от давления приводит к ошибочному занижению расстояния до границ пла-

ста, а в случае замкнутой залежи при исследовании разведочных и поиско-

вых скважин - к значительному занижению размеров и соответственно за-

пасов залежи.  

Представляет интерес сопоставление результатов интерпретации син-

тетической кривой давления, созданной с учетом обратной зависимости 

сжимаемости от давления, с результатами по модели, основанной на линей-

ной фильтрации. С этой целью выполнена интерпретация созданной кривой 

откачки по программе Saphir (Рис. 6). Как и ожидалось, отсутствие учета 

коэффициента сжимаемости от давления привело к завышению скин-фак-

тора, занижению проницаемости и к существенному занижению радиуса 

непроницаемой границы пласта (Табл. 1). Последнее полностью согласуется 

с известным значительным влиянием пористости и коэффициента сжимае-

мости на достоверность определения расстояния до границ [19].  
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При этом задание синтетической кривой для линейной фильтрации 

приводило к полному совпадению кривых. Следует также отметить, что в 

случае обратной зависимости коэффициента сжимаемости от давления угол 

наклона производной для псевдоустановившегося потока становится 

больше единичного (Рис. 6) [19], что иногда встречалось в практике интер-

претации реальных КВД, но относилось к ошибке. Влияние концевых эф-

фектов производной в данном случае, естественно, исключалось. 

 

Рис. 5. Влияние начального забойного давления на вид кривых давления  

и лог производной в билогарифмических координатах ( = 8-10 Па-1, =0,0008,  

забойное давление 1 МПа) 

0

2

4

6

8

10

12

14

1

10

100

0,01 0,1 1 10 100 1000

П
о
гр

еш
н

о
ст

ь
 о

п
р
ед

ел
ен

и
я
 

п
р
о
н

и
ц

ае
м

о
ст

и
,%

Д
ав

л
ен

и
е,

 л
о
г.

 п
р
о
и

зв
о
д

н
ая

, 
М

П
а,

 

п
о
гр

еш
н

о
ст

ь
 о

п
р
ед

ел
ен

и
я
 п

р
о
н

и
ц

ае
м

о
ст

и
, 

%

Время, с
b=const, rD=750

b=a/P,   rD=50000

b=a/P,   rD=2500

b=const, rD=50000

погрешностьв определении проницаемости

http://www.vkro-raen.com/


Нефтяная провинция. 2025. № 3(43). С. 150-169 

__________________________________________________________________ 

Сетевое научное издание «Нефтяная провинция». http://www.vkro-raen.com 162 

 

Рис. 6. Пример интерпретации созданной кривой давления с изменяющейся  

сжимаемостью при помощи модели линейной фильтрации  

в билогарифмических координатах 

Таблица 1 

Сопоставление результатов интерпретации кривой откачки различными  

моделями ( = 8-10 Па-1, =0,0008) 

Параметр Заданное значение по 

предлагаемой модели 

Рассчитанное по традици-

онной модели (Saphir) 

Коэффициент притока, 

м3/МПа 

0,01 0,012 

Гидропроводность, 

мкм2.м/(Па.с) 

10,0 9,2 

Скин-фактор 0,0 1,1 

Радиус круговой непроница-

емой границы пласта, м 

250 32,5 

 

Заметим, что аналогичные ошибки по скин-фактору и проницаемости, 

а также более длительному времени снятия КВД, могут встречаться не 

только при значительных депрессиях, но и при малой депрессии в случае 

высоковязких нефтей, которые благодаря структуре макромолекул обла-

дают повышенными вязкоупругими свойствами [17], а также для месторож-

дений, в которых появляются мельчайшие пузырьки газа в призабойной и 

удаленной зонах пласта. Причиной отмеченных тенденций является высо-
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кая сжимаемость флюида и его зависимость от давления. Данную тенден-

цию косвенно подтверждают гидродинамические исследования скважин 

турнейского яруса Бавлинского месторождения, которые после значитель-

ного снижения забойного давления привели к кратному увеличению вре-

мени выхода на радиальный поток и более низкой проницаемости. 

Как показали расчеты, на вид КВД или кривой откачки кроме пара-

метра  также влияет начальное забойное давление в скважине, однако вы-

полненные расчеты свидетельствуют, что это влияние не столь существенно 

при больших депрессиях, а при малых депрессиях уже уменьшается влияние 

непостоянства коэффициента сжимаемости. Однако в общем случае влия-

ние забойного давления перед изменением режима или остановкой сква-

жины желательно учитывать. 

 

Основные выводы 

Таким образом, несмотря на известную более 80 лет логарифмиче-

скую зависимость пористости от давления, данный фактор не учитывается 

в программных комплексах по моделированию и исследованию скважин. 

Показано, что для логарифмической зависимости пористости от давления 

сжимаемость породы обратно пропорциональна давлению, аналогичная 

тенденция известна для сжимаемости нефти. Рассмотрен порядок коэффи-

циентов пропорциональности этих зависимостей. Предложен и апробиро-

ван алгоритм расчета уравнения пьезопроводности с учетом зависимости 

сжимаемости от давления. Выполненные расчеты показали, что отсутствие 

учета данного фактора в основном приводит к завышению скин-фактора, за-

нижению проницаемости и к существенному занижению расстояния до гра-

ниц пласта. Последнее наиболее важно для оценки запасов по результатам 

гидродинамических исследований разведочных и поисковых скважин. За-

мечено, что для псевдоустановившейся фильтрации угол наклона производ-

ной становится больше единицы. Степень отличия от линейной фильтрации 
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определяется различием коэффициента сжимаемости 𝛽 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 от функ-

ции 𝛽 = 𝛼/P. Наибольший эффект от предлагаемого приближенного под-

хода в сравнении с линейной фильтрацией должен наблюдаться при высо-

кой сжимаемости флюидов (для высоковязких нефтей, при давлениях, близ-

ких к давлению насыщения), коллектора, а также для значительных депрес-

сий.  
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Приложение  

Вывод приближенного решения уравнения (7) в преобразовании Лапласа 

 

Исходное уравнение: 

𝜕𝑃

𝜕𝑡

𝜇𝛼

𝑘(𝑃+𝑃0)
= ∇2𝑃 .         (П1) 
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Покажем, что данное уравнение можно линеаризовать, в результате 

чего выражение 𝑃 + 𝑃0 сведется к постоянной величине, а в дальнейшем 

снова учесть нелинейность вспомогательными способами. Для этого введем 

вспомогательные переменные 𝑍 = 𝑃 + 𝑃0 и 𝜅2 =
𝑘

𝜇𝛼
, тогда уравнение (П1) 

для радиального потока можно переписать в виде: 

𝜕𝑙𝑛𝑍

𝜕𝑡
= 𝜅2

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝑍

𝜕𝑟
) .        (П2) 

Далее сделаем замену 𝑤 =  𝑙𝑛𝑍, тогда 𝑍 = 𝑒𝑤, что приводит к нели-

нейному уравнению: 

𝜕𝑤

𝜕𝑡
= 𝜅2

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑒𝑤 𝜕𝑍

𝜕𝑟
) .        (П3) 

При малом w, т.е. Z≈ const можно разложить 𝑒𝑤 в ряд Тейлор и огра-

ничиться первым порядком. Пусть 𝑍 = 𝑍0 + 𝛿𝑍, где 𝑍0 - некоторое фоновое 

давление), а 𝛿𝑍 - малая добавка. Тогда 𝑢 ≈ 𝑙𝑛𝑍0  +  
𝛿𝑍

𝑍0
 и 𝑒𝑤 ≈ 𝑍0 + 𝛿𝑍. 

Уравнение для малых возмущений δZ принимает вид: 

𝜕

𝜕𝑡
(𝑙𝑛𝑍0 +

𝛿𝑍

𝑍0
) = 𝜅2

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟(𝑍0 + 𝛿𝑍)

𝜕(𝑙𝑛𝑍0 + 
𝛿𝑍

𝑍0
)

𝜕𝑟
) .   (П4) 

Для постоянного значения Z0≈const производные от lnZ0 исчезают, и 

получаем: 

1

𝑍0

𝜕𝛿𝑍

𝜕𝑡
= 𝜅2

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟(𝑍0 + 𝛿𝑍)

1

𝑍0

𝜕𝛿𝑍

𝜕𝑟
) .      (П5) 

Пренебрегая 𝛿𝑍 в скобках, получаем линеаризованное уравнение пье-

зопроводности: 

𝜕𝛿𝑍

𝜕𝑡
= 𝜅2𝑍0

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝛿𝑍

𝜕𝑟
),        (П6) 

которое можно решить уже традиционным образом через модифицирован-

ные функции Бесселя: 

𝛿𝑍 = 𝐴𝐾0(𝑢) + 𝐵𝐼0(𝑢),        (П7) 

Из внешнего граничного условия (бесконечный пласт) B=0, из внут-

реннего граничного условия для скважины конечного радиуса:  
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𝐴 =
1

𝑢√𝑢𝐾1(√𝑢)
.          (П8) 

где 𝑢 = 𝑟√
𝑠

𝜅2𝑍0
.         (П9) 

В итоге получаем уравнение: 

𝛿𝑍 =
1

𝑢√𝑢

𝐾0(√𝑢)

𝐾1(√𝑢)
,                (П10) 

которое по сути представляет известное выражение в безразмерной 

форме [19]: 

𝑃𝐷 =
1

𝑢√𝑢

𝐾0(√𝑢)

𝐾1(√𝑢)
,         (П11)  

с той разницей, что вместо 𝛽ск + 𝑚𝛽ж в традиционном выражении для u ис-

пользуется константа  𝛼 𝑃0⁄ .  

Далее предположим, что вместо константы  𝛼 𝑃0⁄  возможно использо-

вать функцию давления 𝛼 (𝑃 + 𝑃0)⁄ . Тогда получаем уравнение (П11) в не-

явном виде, где  

𝑢 = 𝑟√𝑠
𝜇𝛼

𝑘(𝑃+𝑃0)
.                (П12) 

Для решения уравнения (П11) по алгоритму Стефеста [22] в трансфор-

манте (П12) возможно использование предыдущего рассчитанного давле-

ния. Представленный подход к решению безусловно является приближен-

ным, но позволяет учесть зависимость коэффициентов сжимаемости от дав-

ления без использования численных методов. Переход от безразмерного 

давления к размерному осуществляется по известной формуле: 

𝑃𝐷 = ∆𝑃
2𝜋𝑘ℎ

𝜇𝑄
.         (П13)  
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